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INTEGRALES GENERALISEES

b
On se donne ici a,b € R tels que a < b ainsi qu'une fonction f. On étudie / f-
a

1  Comment déterminer si oui ou non une intégrale
est "classique" ou généralisée et la décomposer.

Méthode 1:

Etudier la continuité de f.

. Si f est continue sur [a,b] :
C’est une intégrale "de premiére année" tout a fait classique. Toutes les propriétés du
chapitre sur les intégrales "classiques" sur un segment s’appliquent.

. Sinon, si f est continue sur |a, b] ou sur [a, b[ (semi-ouvert) :
C’est une intégrale généralisée avec un seul point incertain (resp. a ou b).

° Sinon, si f est continue sur |a, b] (ouvert) :
C’est une intégrale généralisée avec deux points incertains (a et b). Dans certains cas, on
peut la traiter en une seule fois avec une rédaction appropriée, ou la décomposer en deux

intégrales [” f et fcb f, avec ¢ €]a, b[. On sait alors que :

- si les deux intégrales sont convergentes, alors f: f converge et par relation de Chasles,

LU=L%+L?

. . o . b, .
- si au moins I'une des deux intégrales diverge, alors fa f diverge.

n
. Sinon, s'il existe une série d'intervalles [a;, a;41[ tels que [a, b= U [as, ait1]
i=1

avec f continue sur chacun des intervalles ouverts ou semi-ouverts |a;, a; 1|

C’est une intégrale généralisée avec des points incertains en chacun des points a;.

Ai41
On étudie chaque intégrale / f, puis on peut utiliser la relation de Chasles si chacune
a;

des intégrale converge. Si une seule de ces intégrale diverge, alors fab f diverge.

Nous allons détailler I’ensemble des méthodes a notre programme qui permettent de cal-
culer une intégrale ou simplement connaitre sa nature dans les sections suitvantes.

b
IT  Comment calculer la valeur d'une intégrale généralisée / f avec
a

f continue sur |a, b| semi-ouvert.

Dans cette section, on suppose que f est continue au moins sur [a, b[. (Le cas ]a,b] étant
similaire.)

H.-l Calculer si on ne sait pas qu'elle est convergente

II.1-a) Si on peut trouver facilement une primitive de f :
On note F' la primitive de f.

Méthode 2: On se raméne a la définition de la convergence de I'intégrale.

On pose x € [a, b]. Puis,
| 1t =F@ - Fa)

Ainsi, si lim F'(x) existe, alors I'intégrale converge et
T—a

m  Exemple 1
—+oo

Montrer que l'intégrale [ m dz converge et calculer sa valeur
e

En premier lieu, on voit que f :  — ——~—~5 est une fonction continue sur [e, +00l.
z(Inz)

Il n’y a donc qu’'un seul point incertain en +oo.

On voit que m est sous la forme E(S)CQ avec u(x) = Inz. On sait donc qu’une

primitive de f est

—

Soit alors z € [e, +0o[. On a

/wf(t)dt:fiJri:lfi

Inz Ine Inx

Or, comme

Inz — o0,
r——+o0
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N B . .
on a Voyons un exemple de somme ot l'un des termes diverge :

x
/ Ft)dt — 1
e r—+00
m  Exemple 3
+00 +oo .2 —2x —x?
N 1 _ 1
Dou | Mz Uz convergente et Déterminer la nature et la valeur éventuelle de 'intégrale / re ve ” + dz.
e 1 T
+oo
; der =1 22627 =" 41 .
x(lnx)? On pose f(x) = &=—="—= pour tout x € [1,+oo[. On reconnait que

2

II.1-b) Sif=fi+...+ f, oules /fi sont des cas connus ou simples : . B 1
fl@)=2e " —e™ 4+ —

x
Méthode 3: On utilise la linéarité de I'intégrale. otl, par résultat de cours et exemple traité dans le cours, on sait que
—+oo —+oo 5 +oo
) ) ) / ze 2 dx cv, / e ¥ dx cv, / —dz dv
Rappel : Si chacune des | f; est convergente, alors, on a le droit de dire que 1 1 1 x
/ Par linéarité de l'intégrale, la somme de 2 intégrales convergente + 1 intégrale di-
f:/f1+--~+/fn +o0 22,-22 _ po—a’ |
vergente est divergente. En conclusion, dz diverge. (On
x
En revanche, si 'une d’entre elle (ou plus) diverge, il faut y regarder de plus prés ne peut donc pas calculer sa valeur!) !
en utilisant les régles de convergences habituelles :
cvt+cv=cv, cv+dv=dv, dv-+dv=indéterminé 3
& ERREUR FREQUENTE
Voyons un ezemple de somme ot les deux termes sont convergents : Dans le cas par exemple d’une somme f = f1+ f2, une erreur fréquemment commise
par manque d’attention est d’écrire directement
m  Exemple 2
' : T s e a2 /fZ/f1+/f2
Déterminer la nature et la valeur éventuelle de 'intégrale e —e " dux.
0
ce qui est totalement interdit, car on pourrait étre en présence d’une forme
3 9y g2 . ) indéterminée et obtenir un non sens du type "nombre réel = (+00) — (+00)”.
On pose f(z) = z°e ** —e™™ pour tout x € [0, +oc[. On sait, par résultat de cours, . . . . . .
Les deux exemples ci-dessous traduisent une situation ou dv + dv = dv puis
que NPy . . . i
oo too ) dv + dv = forme indéterminée qui donnait un résultat convergent. Voyons encore
/ e dx et / e”® dx convergent d’autres exemples :
0 0
oo 3,2 2
T, ye 12 —2r __ _—x
alors, par linéarité de l'intégrale, /0 xz e e~ ¥ dz converge. Comme de plus, m  Exemple 4
on connait les valeurs : 1 T
Déterminer la nature et la valeur éventuelle de I'intégrale / 5 da.
0 T

On pose f(z) = LEZ. f est ainsi continue sur ]0,1] et on a
on peut, encore par linéarité, dire que

1 1
+o0 — —
3!
/ x3e—2x _ e—x2 dz = \/7? —
0
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1

. 1

Etudions / o dz pour n = 2,3. Soit z €]0,1]. On a
0

1idt= s 1:1—3:—"“: %71 sin=2
tn -n+1], —-n+1 5

x

Dans les deux cas, on a

1

1

/ —dt —— 400
z U z—0

et les deux intégrales sont donc divergentes. On ne peut donc pas utiliser la li-

néarité des intégrales généralisées. Il faut s’y prendre autrement. On propose ici le
1

calcul direct de primitive en utilisant la linéarité sur / , dont les valeurs sont déja
x
calculées :

Soit x €]0,1]. On a

1 1 1
1 1 1

L’intégrale est donc divergente. (On ne peut calculer sa valeur!)

Exemple 5
. ) . T 14 2n 2
Déterminer la nature et la valeur éventuelle de 'intégrale —— — —dx.
1 l+z4+2? =z
On pose f(z) = 11;_%_";2 — 2. f est bien définie et continue sur [1, +oo| car 1+ + 22

ne s’annule pas sur cet intervalle (a étudier).

142t

Soit z € [1,+ool. On a t — 355

continue sur [1, +oo[ et

o142t _ 2\1% 2

De méme, on a t — 2 continue sur [1, +oo[ et

Tr——+00

79
/ Edt: 2Int]] =2Inz —— +00
1

1+ 22

1+ x4+ 2?2
gentes et la forme obtenue est indéterminée (+00 — (4-00)). On ne peut pas écrire de
+oo

. En revanche, les calculs déja faits nous permettent

+oo +oo 2
On note alors que les deux intégrales / dz et / — dx sont diver-
1 1 z

linéarité directement sur

1
d’affirmer, par linéarité de l'intégrale sur un segment, que

@ T 142t 9
/ ft)ydt = / +7dt—/ Zdt
1 1 1+t+t2 1 t

In(1+x+2?) —In3 —2Inz (forme indéterminée)

1 1
= In <x2 <m2+m+l>) —2lnz —1In3

1 1
= 1n$2+ln<$2+x+1> —2Inz—1In3

1 1
= 1n<2++1>—ln3—>—1n3
T T

T—+0o0

L’intégrale est donc convergente et de plus :

—+o0
142 2
/ R C4r=—m3
1 l4+z+22 2

II.1-c) Sion a une forme f(z) = v/(x)v(z) et qu'une IPP semble réalisable :

Concernant les IPP, nous allons reprendre la méme intégrale pour chaque exemple afin
de voir la différence entre les différentes méthodes utilisées.

Méthode 4: On réalise une IPP classique sur / f(t)dt

xT

On pose z € [a, b[. L’intégrale / f devient donc une intégrale sur un segment [a, z] fermé

a
et on peut écrire 'TPP "classique" sur un segment :

| =tz [

en prenant bien soin évidemment de vérifier le caractére C' des fonctions u,v
choisies, i.e.

u,v € C([a,]),Vz € [a,b]

ou de maniére plus synthétique :

u,v € C*([a,b])
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m Exemple 6 m  Exemple 7

—+o0 1 t Foo 1 t
Déterminer la nature et la valeur éventuelle de / n—z dt Déterminer la nature et la valeur éventuelle de / ?—2 dt
1 1
La fonction f : ¢ — ! est continue sur [1,+o0]. Soit 2 € [1,400[. On pose La fonction f : ¢ — 15 est continue sur [1,+oc[. On pose
/ 1 1 / 1 1
U(t)ztj u(t) = —% u(t):t—2 u(t) = —1
v(t)=Int V'(t)=1 ouwu,veC([l,+o0]) v(t)=Int V(t)=1 onwu,veC([l,+00])
On a, par IPP sur [1, 2] : On a u(t)o(t) = 1 Int 0
t t—+o0
“Int z c oo +
/1 12 dt = [uuly /1 w L’IPP généralisée nous dit alors que I = / ?—th = / uw'v est de méme
5 e ‘ 1 1
T 1 nature que J = / wv'. Etudions J. Soit z € [1,+00[. On a
[w]f = ——Inz —— 0 1
x T—r+00
v v 17" 1
x x x 'IM)/:— —dt= |- =14+ - — -1
’ 1 1 1 1 1 t2 t T x—+oo
u’ = — Sdt=1|7] =-1+4- —— -1 !
1 1 t t 1 Tr x—+oo
D’ou J convergente (et donc également I convergente) avec
D’ou, par somme de valeurs convergentes, on obtient la convergence du membre de
T Int ==
droite et donc la convergence de / ?—2 dt avec J=-1
1
+oo | ¢ et par suite, 'IPP généralisée nous permet d’écrire la formule d’IPP :
/ —dt=0-(-1)=1
1 t I=[w]f>*—-J=0-(-1)

i.e.

B . b Remarque :
M On tente une IPP généralisée directement sur / f(t) dt f Cette technique semble ici plus compliqué & rédiger que celle ou ’on intégre simple-
¢ ment f; f- En réalité, c’est une méthode qui devient plus pertinente a utiliser dans
les cas suivants :
- si on fait plusieurs IPP de suite et qu’on veut avoir des formules simples, qui ne
contiennent pas trop de "x",
- si on sait déja que l'intégrale de départ converge (cf exemple sur I’IPP p.6),
- si les deux points a, b sont incertains (¢a peut alors éviter le découpage en deux
intégrales)
- ou si on veut montrer que l'intégrale diverge au final.

On rappelle que pour appliquer 'TPP généralisée, il faut que

u(z)v(x) admette une limite quand = — b.

11 est donc obligatoire de vérifier ceci, mais ce n’est pas un "ssi" ! On rappelle en effet que
ceci ne dit rien sur la convergence de l’intégrale f: f(t) dt.

4 — Intégrales généralisées —



I1.1-d) Si on nous propose de faire un changement de variable :

Méthode 7: | | On tente le changement de variable directement sur [ f(t)dt

- z
Méthode 6: On réalise le changement de variable sur / f(t)dt SPECIFICITE INTEGRALE GENERALISEE
a § La différence entre le changement de variable sur un intervalle fermé borné et celui

pour une intégrale généralisée est qu’il faut bien vérifier que le changement de

variable est strictement monotone.
Il s’agit de se ramener a la définition de la convergence d’une intégrale généralisée et de

faire le changement de variable sur U'intégrale sur le segment [a, x].
m Exemple 9

BN 1., +oo
Voyons ¢a sur un exemple déja utilisé lors des IPP. Déterminer la nature et la valeur éventuelle de / —5 dt par le changement de
1

variable ©u = Int.

m Exemple 8 : La fonction f : ¢+ l;‘—zt est continue sur [1,+oo[. On pose, pour tout ¢ € [1, +o0],

+oo
Déterminer la nature et la valeur éventuelle de /1 o dt par le changement de u(t) = Int, w e CY[1, +oo])

1
On a alors t=ce" dt = e* du, L‘—‘ﬁ
It u | 0| 4+o0

La fonction f : ¢ — %5 est continue sur [1, +oo[. Soit 2 € [1, +-00[. On pose, pour Le fait que In (ou exp) est strictement croissante (se vérifie aussi sur

variable © = In .

tout ¢ € [1, +o0], ) % = e“ > () sur [1,+o0o[ nous assure que le changement de variable est
u(t) = Int, u € C([1,+00]) strictement monotone. N
*®Int
On a alors 11 D’aprés le changement de variable généralisé, l'intégrale cherchée I = / :—2 dt
t=e" dt = " du, x !
u|0|lnx

+oo
est de méme nature que J = / e“du et en cas de convergence de 1'une
0

(e)?
d’entre elle, on sait que I = J.

Y Inx
/ %dtz/ Z2e“du +oo 400
1 o (e) Or, / e“du:/ ue “du
0 0

Or, . . (e")?
nz Inz devient une intégrale de cours connue et convergente, de valeur 1, d’out la conver-
Uy = —u g oo Int
/0 (e%)2 e du /0 we —du gence de / ) dt avec
1
mais 0 In ¢ B
Ing —— +o00 w2 dt =1
+oo r—+00 1
et we”“du est une intégrale de cours connue et convergente, de valeur 1,

0
d’ot1, par passage a la limite :

:vl t “+o0
/ n—dt—)/ ue “du=1
1 0

12 T——+00

H.-2 Calculer si on sait déja qu'elle est convergente

I1.2-a) Si on reconnait directement un cas déja connu

i.e. I'intégrale cherchée est convergente et vaut

T Int
/ =1
t2
1

On cite directement le cas (par exemple un cas de cours ou une question déja traitée).
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I1.2-b) Si on dispose d’une primitive de f

On note F' la primitive de f.

Méthode 8: On utilise directement la primitive

b
/ £(t)dt = lim F(z) ~ F(a)

m  Exemple 10
—+oo

Sachant que l'intégrale [ UD(Tlx)Q dz converge, calculer sa valeur
e

On voit que = + ——— est continue et sous la forme “’@ avec u(z) = Inz. On
z(Inz) u(x)

sait donc qu’une primitive de f sur [e, +oo] est

1 1
Fiory ——— = ——
u(x) Inz

D’ou
i 1 1 1
/ ft)dt = lm (_m> toe L

Or, comme
Inex — 400,

r——+0o0
on a
1
— 0
Inz z—+c
Dot

+oo

1
" dr=1
/ z(lnx)? dz

€

I1.2-c) Si on a une forme f(z) = u/(z)v(z) et qu'une IPP semble réalisable :

m  Exemple 11

T Int¢
Sachant que l'intégrale est convergente, déterminer la valeur de / = dt.
1

Soit € [1,4+o00[. On pose

v(t)=Int V' (t)=1 onu,veC[1,4o0])

Tlnt . v
/ t—zdt = [uv]} —/ uv’
1 1

1
[w]] = ——Inz ——— 0
xT r—+00

v v ] 11" 1
uy = — Sdt=|-| =-1+—-—— 1
1 1 t tl r T—+o0

Par somme de limites, on a alors

T Int¢
1

Méthode 10:

On tente une IPP généralisée directement sur fabf(t) dt

On réalise une IPP classique sur [ f(t) dt

Méthode 9:

f Remarque :
Cette méthode ne change pas beaucoup de la méthode vue dans la sous-section pré-
cédente 1.11 ("si on ne sait pas qu’elle est convergente.”) Il n’y a en fait pas grand
intérét & savoir que l'intégrale converge avant de commencer le calcul : on s’attend
& avoir moins de calculs a faire mais en réalité, ce n’est pas beaucoup plus court...

f Remarque :

Dans le cas que nous étudions ici (IPP avec intégrale convergente), il est plus esthé-
tique d’utiliser directement cette méthode 1a plutot que la précédente.

m  Exemple 12

“+o0
Sachant que l'intégrale / - dt converge, déterminer sa valeur éventuelle.
1

On pose

v(t)=Int v(t)=1 ouuveCl(l,+o0)

— Intégrales généralisées —




On a, d’apres les limites usuelles,

1

+ o0 “+o00
Comme / t—th converge, on sait alors par IPP généralisée, que / uv’

1 1
converge et que de plus

T Int
/ et
1 t

Il
B
=
=+

3
|
—
+
8
I
@\

Conclusion : on a

f Remarque :

Cette technique est également plus intéressante en terme de rédaction que le calcul
xT . . . . .
avec fa si on doit faire plusieurs IPP de suite!

I1.2-d) Si on nous propose de faire un changement de variable :

Méthode 11:

On réalise le changement de variable sur [ f(t) d¢

Exemple 13
Sachant que l'intégrale est convergente, déterminer la nature et la valeur éventuelle

T Int
de / ?—2 dt par le changement de variable u = Int.
1

La fonction f : ¢+ I est continue sur [1,4ool.

On pose, pour tout ¢ € [1, +oo],

u(t) = Int, u € CH([1, +o0[)
On a alors
t|1
t=¢e" dt = e* du, —‘—‘ﬂ
u | 0| +o0
Le fait que In (ou exp) est strictement croissante (se vérifie aussi sur 4- = e* > 0)

sur [1, +oo[ nous assure que le changement de variable est strictement monotone.

D’aprés le changement de variable généralisé, comme lintégrale cherchée I =
U

((,11>2

e du et on

0 Int e
/ ) dt est convergente, il en va de méme pour J = /
1 Jo

sait alors que

[=J

+o0 u o0
/ 26“du:/ uwe “du
0 (e*) 0

devient une intégrale de cours connue de valeur 1, d’ot

T Int
/ 2lar=1
t2
1

Or,

La méthode n’est pas différente de celle déja évoquée dans la sous-section précédente 1.11
("si on ne sait pas qu’elle est convergente.”)

Méthode 12:

i1 Comment calculer la valeur d'une intégrale gé-
b

f avec f continue sur |a, b ouvert.

néralisée

On tente le changement de variable directement sur ff f(t)dt

La rédaction est 14 aussi presque équivalente & celle oil on ne connait pas la nature de
I'intégrale, & un petit détail prés (en vert ci-dessous). Voyons ¢a sur un exemple :

Dans cette section, on suppose que f est continue au moins sur |a, b|.

Etape 1 :

Est ce |a, b| est symétrique par-rapport a 07 (i.e. Ja,b[=] — o, [ ?)

Si oui, il est raisonnable de regarder si la fonction f est paire ? impaire ? pour se ramener
a un probléme d’intervalle semi-ouvert (section précédente.)

— Intégrales généralisées —



En effet, on rappelle que si Ja, b[=] — a, o] :

[e3

(0%
* Si f est paire, alors f converge ssi / f converge et dans ce cas,

—Q

0
:f=2Aaf

on se raméne donc & un probléme sur [0, «[.

[e3%

«
* Si f est impaire, alors f converge ssi / f converge et dans ce cas,
0

—x
(e
f=0
—x
on se raméne donc & un probléme sur [0, af.

° Etape 2 :

Quelquesoit le résultat de la partie 1, on passe & ’étape 2. Si on est dans le cas précédent

avec f paire ou impaire, on pose ¢ = 0 ci-dessous :

Méthode 13: Décomposer en deux intégrales / f et

b

faveca<c<b

a (&
puis raisonner sur chacune des deux intégrales.

On sait dans ce cas que :

- si les deux intégrales sont convergentes, alors f; f converge et par relation de Chasles,

AUL%+[%

. . L . by
- si au moins 'une des deux intégrales diverge, alors [ f diverge.

Des techniques ont été vues pour ceci dans la section précédente. Nous n’y

reviendrons donc pas.

Méthode 14: Traiter les deux problémes en une seule fois.

C’est possible si on projette par exemple de faire une IPP ou un changement de variable.

Détails dans les sections a venir. . .

(On peut également le faire en passant au calcul de f; f avec y — a et x — b comme
traité dans le tout début de la section ci-dessous, mais c’est particulierement déconseillé
car sujet a de nombreuses erreurs quand on ne maitrise pas sa théorie ou sa rédaction.
Nous allons toutefois passer en revue ci-dessous cette stratégie pour information.)

Les sous-sections suivantes ne traiterons que des cas ot on peut
faire le calcul des deux cas en méme temps. Les autres cas ayant
déja été étudiés dans la section précédente.

H=-1 Si on ne sait pas qu'elle est convergente

II1.1-a) Si on dispose d’une primitive de f :
POSSIBLE MAIS A EVITER

Bien qu’attirante pour ceuxr qui préférent le travail sur "les x", comme
dit dans les commentaires précédents, la méthode énoncée ci-dessous est
largement déconseillée. Elle est en effet génératrice de grossiéres erreurs.

On note F' la primitive de f.

On se raméne a la définition de la convergence de |'intégrale en

Méthode 15: . . P i
faisant varier la borne inférieure et supérieure.

On pose z,y €la, b. Puis, / f)dt = F(z) — F(y)
Ainsi, !

-si lim F(x) et lim F(y) existent, alors I'intégrale converge et
T—a y—a

b
/ f@)dt = glclg})F(m) — lim F(y)

y—a

[
- si au moins 'une des deux intégrale diverge, alors / f diverge.
a

m Exemple 14
—+oo

Montrer que l'intégrale [ m dz diverge.
1

En premier lieu, on voit que f : x — 7z st une fonction continue sur |1, 4o00].

1
z(In
Il n’y a donc deux pints incertains en 1 et 4o00.

On voit que m est sous la forme zégl avec u(x) = Inz. On sait donc qu’une
primitive de f est
1 1
Fiog———o = ——r
u(z) Inz

Soient alors x,y € |1,+00[. On a

/wﬂwﬂ=ﬂ®—FM

— Intégrales généralisées —



Or, comme

Inex — 400, Iny —— 07
xr——+00 y—1+
on a
F@) 5520 P 5 -
D’ou
—+oo
1 .
W dl‘ dlverge
1

ITI1.1-b) Sion a une forme f(z) = v/(z)v(x) et qu'une IPP semble réalisable :
Dans cette section, nous allons reprendre la méme intégrale pour chaque exemple afin de
voir la différence entre les différentes méthodes utilisées pour les démonstrations.

Méthode 16: On tente une IPP généralisée directement sur fff(t) dt

On rappelle que pour appliquer I'IPP généralisée, il faut que
u(x)v(x) admette une limite que  — b.

et que
u(x)v(x) admette une limite que z — a.

Il est donc obligatoire de vérifier ceci. En revanche, on rappelle également que ceci ne dit
. s b
rien sur la convergence de I'intégrale fa f()de.

m  Exemple 15
400 R
Montrer que l'intégrale / (t+1)%e~ (D" 4t est convergente et calculer sa valeur
— 00
éventuelle.

La fonction f : ¢ — (t 4 1)3e~+D" est continue sur | — oo, +oo[. On pose

1
WO = (4 D ) = L

v(t)=(t+1)% () =2(t+1) onu,veCH]— oo, 400
Par croissance comparée, on a

1
u(tyo(t) = =5t + )2~ 0

t—+oo
+o0 5
Comme le crochet converge, on sait que lintégrale I = / (t+1)2e D" gt =

— 00

+oo —+oo
/ wv’ est de méme nature que J = / u'v.

— 00 — 00

Or,
+00 ,
J= / (t+1)e” D" dt
— 00
Cette intégrale n’est pas un exemple connu a priori. Il faut donc faire le calcul. On

traite ci-dessous par primitive.
Soit z € R. On a :

/w(t F1ye @ gp = [_Lemer?] 2 L@ Lo
; 2 ) 2

D’ou
z N
/ (t+ 1)+ qp | eotoo 2
0 — et
r—r—00
+oo 0
Alors les intégrales / uv’ et / uv’ convergent avec
0 —o0

D’ou la concergence de I avec

0 “+o00 —00 “+o0 1 1
Iz/ uv’—i—/ uv’:—/ uv’—l—/ w' =—Ze 14+ e =0
oo 0 0 0 2 2

<4 Remarque :

Dans I'exemple précédent, la stratégie n’était pas forcément optimale. En effet, on
constate que la fonction a intégrer est impaire. Il aurait été plus pertinent de se
ramener a 'étude de la convergence sur [0, +oco[! Voyons ci-dessous une rédaction
appropriée :

Exemple 16
+oo - 2
Montrer que 'intégrale / (t+ 1)367(t+1) dt est convergente et calculer sa valeur
— 00
éventuelle.

La fonction f : t — (t+ 1)3e~(+D est continue sur | — 0o, +00[ et impaire. On sait

+oo +oo
alors que / (t+ 1)367(t+1)2 dt est de méme nature que / (t+ 1)367(t+1)2 dt.
0

oo
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On pose
() =+ Dem T () = —%e—wf
v(t) = (t+1)? V() =2(t+1) ot u,v e CH[0,400])

Par croissance comparée, on a

1
u(tyo(t) = =5 (t+ 1)2e= D 40

t——+oo

+o0
Comme le crochet converge, on sait que l'intégrale I = / (t+ 1)3<3_(t"’1)2 dt =
0

400 400
/ wv’ est de méme nature que J = / u'v. Or,
0 0

+oo 2
J= / (t41)e D" qt
0
Soit z € RT. On a :

/w(t +1)e D" qp = {_;e_(”l)ﬂ
0

N 1 1 1
= e @D’ 4 Sl ol

0 r— 400 2

+oo
Alors J converge. puis par IPP, l'intégrale / u’v converge, d’ou également
0

+o0
/ (t+ 1)36_(t+1)2 dt et par imparité, on obtient

— 00

“+o0
/ (t+1)3e D qr =0

—00

IT1.1-c) Si on nous propose de faire un changement de variable :

Méthode 17: | | On tente le changement de variable directement sur [ f(t) dt

L’énoncé du théoréme de changement de variable est le méme quelquesoit le domaine
de continuité de f, qu'il s’agisse de [a,b[ ou ]a,b[. La seule différence est que dans le
deuxiéme cas, on n’exige le caractére C' du changement de variable que sur ]a, b] au lieu
de [a, b[.

f Remarque :

Il est possible que le changement de variable nous permette de nous "débarrasser"
d’un point incertain, ce qui facilite le calcul au final. (cf exemple ci-dessous)

10

m Exemple 17

—+o0
. 1
Etudier la nature et donner la valeur éventuelle de / —e Vit
0

La fonction f : ¢ %e_\/g est continue sur ]0, +0o[. On pose, pour tout ¢ €]0, +o00],

u(t) =+vt,  ueC]0,+oc])

t =u? dt = 2udu, L‘i‘ﬁ
u | 0| 4o0

On a % = 2u > 0 sur ]0,+oo|, le changement de variable est donc bien

strictement monotone.

On a alors

D’aprés le changement de variable généralisé, l'intégrale cherchée I =

+oo 1 +oo
/ —e Vi dt est de méme nature que J = 2/ —e~ "udu et en cas de conver-
0 0 U

gence de I'une d’entre elle, on sait que I = J.

Or,
+oo 1 +oo
Jz/ fefuudu:/ e “du
0 u 0

devient une intégrale de cours connue et convergente de valeur 1 avec seulement un
point incertain : +00. On a donc

+oo
I:J:Q/ e “du=2
0

H=-2 Si on sait déja qu'elle est convergente

II1.2-a) Si on reconnait un cas déja connu :

On cite directement le cas avec la formule adéquate.

II1.2-b) Si on dispose d’une primitive de f :

On note F' la primitive de f.

Méthode 18: On utilise directement la primitive :

r—a

/b f)yde = glclir})F(x) — lim F(x)

— Intégrales généralisées —



IT1.2-c) Sion a une forme f(x) = v/(z)v(x) et qu'une IPP semble réalisable :

Méthode 19: On tente une IPP généralisée directement sur fabf(t) dt

f Remarque :

Dans cette partie, comme on sait que 'intégrale converge, la rédaction est simplifiée
par-rapport & une IPP classique. Il est donc plus esthétique et plus rapide d’utiliser
directement cette option la plutét que la précédente. Attention toutefois, le fait que
Iintégrale soit convergente n’assure en aucun cas que 'on peut faire une IPP. En
effet, il faut encore vérifier que "le crochet" converge!

m  Exemple 18
+oo
Sachant que I'intégrale est convergente, calculer la valeur de / (t+ 1)367(t+1)2 dt

— 00

La fonction f :t+— (t + 1)36_(t+1)2 est continue sur | — oo, +00[. On pose
1 2
1) = ——e— (1)
u(t) 5¢

V(t) =2(t+1) ot u,veCH]— oo, +oo|)

W' (1) = (t+1)e~ D’
v(t) = (t+ 1)

Par croissance comparée, on a

Comme lintégrale et le crochet convergent tous les deux, on sait que l'on peut
appliquer la formule de I'TPP généralisée :

+00 +o00 +00 ) 1 R +o0
[ = [T [ e a e
—00 —c0 —o 2

— 00

=0-0=0

IT1.2-d) Si on nous propose de faire un changement de variable :

Méthode 20:

On tente le changement de variable directement sur fab f(t)dt

Comme précédemmenet, 1’énoncé du théoréme de changement de variable est le méme
quelquesoit le domaine de continuité de f, qu’il s’agisse de [a, b] ou ]a, b]. La seule diffé-
rence est que dans le deuxiéme cas, on exige le caractére C' du changement de variable
seulement sur |a, b[ au lieu de [a, b].

Exemple 19
+oo 1
—€

Sachant que 'intégrale converge, calculer la valeur de / Vit

0
La fonction f: ¢ — %e‘\/{ est continue sur |0, 4+o0].
On pose, pour tout ¢ €]0, +ool,

u(t) = Vt,

t=u? dt = 2udu, L‘i‘ﬁ
u | 0| +4o0
dt

On a 3. = 2u > 0 sur ]0,+oc[, le changement de variable est donc bien
strictement monotone.

u € C1(]0, +o0|)

On a alors

D’aprés le changement de variable généralisé, on sait que les deux intégrales

+o00 1 +o00 1
I = / —eVidtet J= 2/ —e “udu sont convergentes et que
0 Vit 0 u

I1=J

Or,

devient une intégrale de cours connue de valeur 1 avec seulement un point incertain :

+00. On a donc N
1:2/ e “du=2
0
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H=-3 Récapitulatif des méthodes de calcul

Légende :
—p : "Si"

- >

"alors"

Ccas connu

[avb[

| f=H+...+ fn | primitive SIM
; A\
on ne
linéarité généra- .
salt pas

g
lisée ou sur/ .
a

/fcv

si/fcv

| f continue sur?

chgt de variable

Ulai, ait1]

i=1

On étudie sur
chaque Ja;, a;4+1]

f:fcv

It A
- - . - - . ! h
A - On découpe en
. f est
deux intervalles
. quelconque
semi-ouverts

N

on en sait
pas si

f;fcv

On écrit directement /
la formule générali- /
sée (tout converge) !

4 <« Vv
calcul dil;ect calcul v
b
ou ]
sur / sur
Ja a
si [uv] si [uv]
converge diverge
; N
, .
.
» N
b AN
, . N
/ u'v est de méme na- Y
a

ture que

b
/ v =
Ja

b

a
des deux converge, alors

b
[uv]® 7/ uv'.
Ja

wv’ et si l'une

On se raméne & une
IPP standard () et on
passe & la limite aprés.

12

On écrit la formule
standard (avec
des "x") puis on
passe a la limite

v

f est
impaire

b b
/ f cvssi f
a

cv et dans ((‘ d%

/172/1

On fait un
changement de
var. généralisé
en vérifiant la

convergence

de 'une des
deux intégrale.

\/

b
f cv ssi
Ja
b
fcvet
Jo
dans ce cas,
b
=0

J a




v Comment savoir si une intégrale est conver-
gente ?

Dans cette section, on estime qu’on doit étudier la nature d’une intégrale généralisée avec
b

f avec f continue sur [a, b[.

a
On fait le résumer ci-dessous des différentes étapes & considérer dans ’étude de l'intégrale
et on laissera le lecteur se référer aux différentes sections afin d’avoir les détails de chaque
partie.

. Etape 1:
Si b est fini, I'intégrale est-elle faussement impropre? (¢f .1 p. 13)

Rappel : Si b est fini, alors on sait que
b

liinf existe ﬁ/ f converge.
a

Cette étape doit étre systématiquement testée en premier. Si c’est vrai, alors I'in-
tégrale converge. Sinon, on ne sait pas. Il faut tenter autre chose.

° Etape 2 :
Est-ce qu’on peut changer les bornes pour avoir une intégrale connue ?

b
On rappelle que si f est continue sur un intervalle I qui contient a, b, ¢, alors / f
c

b
est de méme nature que / f.
a

° Etape 3 :
Est-ce que f se décompose en une somme de cas connus?
(c¢f .2 p. 13)

Les questions suivantes n’ont pas d’ordre spécifique.

° Question :
Est-ce que [ est de signe constant? (c¢f .3 p. 14)

Si oui, on tente les majorations/minorations/équivalences.

) Question :
Est-ce que |a, b est symétrique par-rapport 3 07  (¢f .2 p. 15)

Si oui, si f est paire ou impaire, on peut se ramener a 1’étude sur [0, b].

° Question :
Est-ce que | f| est absolument convergente? (cf .4 p.16)

L b )
Si oui, alors fa f converge également.

. Question :
Est-ce que la formule de f semble pouvoir se traiter par calcul ?

x .
On passe au calcul de fo ou alors on fait une IPP ou un changement de va-
riable (généralisé ou non), Dans les autres cas, l’exercice devrait vous orienter vers
d’autres techniques.

1v.1 Sile point incertain est fini, I'intégrale est-elle fausse-
m ment impropre?

Rappel : Si b est fini, alors on sait que

b
liinf existe é/ f converge.
a

m  Exemple 20

1

sin L
Montrer que —— dx est une intégrale convergente.
1 X

sin x

La fonction f: 2 — 2% est continue sur [—1,0] et ]0, 1].
Il y a donc deux points incertains 0~ et 07. Dans les deux cas, on sait que

sinx
=0

lim
z—0 X

et ainsi, les intégrales fi)l f et fol f sont toutes deux faussement impropres.
On en déduit que ces deux intégrales sont convergentes, et par suite, que

Using
dz converge
1

[V-2 i on reconnait une décomposition en une somme d'in-
m tégrales connues

IV.2-a) Si c’est directement une intégrale connue

On cite le cas pour conclure. On rappelle que les cas de cours connus sont :

+oo +oo R +o00 5
/ P(t)e™* dt, / e " dt, / e " dt
0 0 —o00

avec P un polynoéme, a,« € R.
On sait que ces intégrales convergent ssi respectivement a > 0, o > 0.



On sait également que dans ce cas,

+oo | +o00 +o00
n! 1
/ tre M dt = ——, / e dt = =,/ =, / e dt =,/ Z
0 )\n+ 0 2 (0% — 00 (0%

Certaines intégrales sont connues car trés étudiées dans les exemples de cours mais néan-
moins ne sont pas explicitement au programme :

+oo 1 +oo 1
/ —dt dv, / —dt cv
1t ot
1 1
1 1
/ —dt dv, / —dt dv
ot o t?

Si on utilise ces intégrales, il faut redémontrer leur nature.

et

On rappelle également que les bornes de départ n’influent pas sur la nature de lintégrale
sous réserve d’étre dans lintervalle de continuité de f.

IV.2-b) Si c’est une combinaison linéaire de cas connus

Méthode 21:

On utilise le théoréme de linéarité du cours

Rappel : Si f = f1+...+ fn et que chacune des / fi est convergente, alors, sait que

/ f converge.

En revanche, si 'une d’entre elle diverge, il faut y regarder de plus prés en utilisant les
régles de convergences habituelles :

cvtcev=cv, cvtdv=dv, dv-+dv=indéterminé

Voyons un exemple de somme ot les deux termes sont convergents :

les exemples ci-dessous sont les mémes que ceur déja évoqués dans la section "calcul par
linéarité" mais sont modifiés en conséquence de la question posée.

m  Exemple 21

—+oo
. . L — _ 2
Déterminer la nature de 'intégrale / 23e72 — 7 du.
0

On pose f(z) = z3e=2* —e~%" pour tout z € [0, +oo[. On sait, par résultat de cours,

que

+oo +oo 2
/ wde”* dr et / e~ * dx convergent
0 0

“+oo
. ’ . ’ . ’ p— — 2
alors, par linéarité de 'intégrale, / 3¢ — ¢7% dx converge.
0

14

Voyons un exemple de somme ot l'un des termes diverge :

m Exemple 22
—ze~ +1
X

dzx.

+o0 $26—21
Déterminer la nature et la valeur éventuelle de I'intégrale /
1

iy )
2,-22_ =

On pose f(r) = =—— L pour tout = € [1, +00[. On reconnait que
- = 1
fla)=ze ? — e 4 =
x

ot, par résultat de cours, on sait que

—+oo —+o0 2 —+oo 1
/ ze 2 dzx cv, / e ™ dx cv, / —dx dv
1 1 1 Z

Par linéarité de I'intégrale, la somme de 2 intégrales convergente + 1 intégrale di-

. .2
x2e™%® —ge® 41
T

+oo
vergente est divergente. En conclusion, / dz diverge.
1

Remarque :

Dans le cas d’'une somme dv+dv, une erreur fréquemment commise par manque
d’attention est d’écrire directement

[i=[n+[r

ce qui est totalement interdit, puisqu’on ne sait pas faire de somme de deux valeurs
qui n’existent peut étre pas ou dont la somme est peut étre (+00) 4+ (—o0) Quelques
exceptions toutefois si on a un cas (+00) + (+00), mais encore faut-il savoir manier
la rédaction avec précaution!!

I\:3 Si f est de signe constant

Méthode 22: On peut utiliser le théoréeme de comparaison des intégrales

Rappel : Supposons que f soit positive.
= S’il existe une fonction g telle que

0<f<y

b b
et que / g converge, alors / f converge.
a a



m 5’1l existe une fonction g telle que

0<g<f

b b
et que / g diverge, alors / f diverge.
a a

= Dans les autres cas de comparaison pour f, g positives, on ne peut pas se prononcer.

Si f est négative, on pose f = —f ou on adapte le raisonnement.

Exemple 23

+oo
Montrer que 'intégrale / Int- e~ dt est convergente pour tout b > 0.
1

On peut montrer que

Imt<t, Vi1

(a faire : penser & faire une étude de fonction par exemple.) Alors, comme 'expo-
nentielle est positive,

O0<Int-e P <t-e® Vi1

o0
et on sait, par résultat de cours, que / te~* dt converge et donc que
0

oo
/ te~% dt converge
1

D’aprés le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions positives, on peut
alors affirmer que

o0
/ Int-e % dt converge
1

Exemple 24

+oo et + e—t
Montrer que l'intégrale / — dt est divergente.
0

La fonction t — Lf est continue sur [0, +o00[. Comme exponentielle est positive,
on a . P
e < e +e

2 2

0< VE>1

15

et on sait, par résultat de cours, que

o0
/ el dt diverge.
0
D’aprés le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions positives, on peut

alors affirmer que
0o Lt -t
/ ete dt diverge
O 2

Méthode 23:

fonction au point problématique

On peut tenter de trouver un équivalent plus simple pour la

Rappel : Supposons que f soit positive et continue sur [a, b, équivalente a une fonction g en

b b
b, elle aussi continue sur [a, b], alors les intégrales / f et / g sont de méme nature.
a a

11:4 Si f est de signe quelconque

IV.4-a) Si I'étude se fait sur |—b, 0]

b b
Rappel : Si f est paire ou impaire, alors / f converge ssi / f converge.
—b 0

Exemple 25

“+oo
Montrer que U'intégrale / z2e” 1l da converge.

—00
La fonction = — z2e~1*! est continue sur R. Il y a donc deux points incertains : —oco
et +00. Or, 'intervalle d’intégration est symétrique par-rapport a 0 et on constate

que f est paire. Ainsi, l'intégrale converge ssi / z2e~ 1l dz converge. Or,
0

+oo +oo
/ 22e 1l dg = / z2e " dx
0 0

qui est une intégrale de cours connue et convergente. En conclusion, 'intégrale étu-
diée est donc bien convergente.



IV.4-b) Si I'étude se fait sur un intervalle quelconque

Méthode 24: Convergence absolue

b b
Rappel : On rappelle que si / |f| converge, alors / f converge également (mais que la
a a

réciproque est fausse!)

m  Exemple 26

+oo
Montrer que l'intégrale / cos(at)e™" dt converge pour tout a € R,b > 0.
0

—bt

La fonction ¢ — cos(at)e™"" est continue sur [0, +0o[. De plus, Pour tout ¢ > 0, on

a
0 < |cos(at)e ™| < e
o0
Or, e % dt converge car b > 0. Ainsi, par théoréme de comparaison des inté-

Jo
grales de fonctions positives, on sait que
“+o0
/ | cos(at)e | dt converge
0

et donc

+oo
/ cos(at)e b dt converge (absolument).
0

Méthode 25: Se ramener aux calculs

On se raméne a la section 1.1 ou & la section 12 pour faire les calculs et conclure sur la
convergence ou la divergence de U'intégrale.

Si aucune de ces méthodes ne fonctionne pour vous : deux options possibles :
vous n’avez pas assez cherché ou alors 1’énoncé doit certainement vous guider
vers d’autres choses a faire.

16



I\"5 Graphique récapitulatif des méthodes possibles a tester.

Ci-dessous un point de vue global sur la situation pouvant vous aider a trouver la bonne voie & suivre dans [’étude de la nature d’une intégrale.

Légende :
O f converge. ‘ f continue sur?
1 : / f diverge.
] : on ne sait pas.
n
—» L ngin U]aiaaz-H[
: ~
~ T
-» : "alors" L |
RN v
On étudie sur
] =) | S
‘ chaque |a;, a; 41|
|
|
|
| \
— ‘ :
lign f existe 11}1)11 f v ch est f e?,t paire
- p uelconque ou impaire
n’existe pas 4 Méthode 1 - q ‘ q ‘p
On découpe en S v
deux intervalles |4~ ) b
semi-ouverts )/ f cv ssi
ou A “ b
. Vs o
0<f< Méthode 2 : IPP A fev
et [gc ou changement
de variable

N . N Pas de convergence

. . S absolue ou cas général : Cv absolue Cv par équiv
NS N A on peut tenter un |f| <y f ~p g avec
o . Tt-a L ale irect par pri- b .
~ . > ((.Ll.( 111‘)(111( C t{)p(n pri ot /g ov f g qui cv
S~ S~ __w | mitive? IPP? change-
-~ - - ___ - --—"_

- - - ment de variable? ...

Cv par équiv.

f ~p g avec
b .

J" g qui dv

17 —



	Chap 7: Intégrales généralisées 
	I  Comment déterminer si oui ou non une intégrale est "classique" ou généralisée et la décomposer. 
	II  Comment calculer la valeur d'une intégrale généralisée ab f avec f continue sur |a,b| semi-ouvert. 
	II.1 Calculer si on ne sait pas qu'elle est convergente 
	II.1-a  Si on peut trouver facilement une primitive de f  : 
	II.1-b  Si f=f1+…+ fn où les fi sont des cas connus ou simples  : 
	II.1-c  Si on a une forme f(x) = u'(x) v(x) et qu'une IPP semble réalisable  : 
	II.1-d  Si on nous propose de faire un changement de variable  : 

	II.2 Calculer si on sait déjà qu'elle est convergente 
	II.2-a  Si on reconnait directement un cas déjà connu 
	II.2-b  Si on dispose d'une primitive de f 
	II.2-c  Si on a une forme f(x) = u'(x) v(x) et qu'une IPP semble réalisable  : 
	II.2-d  Si on nous propose de faire un changement de variable  : 


	III  Comment calculer la valeur d'une intégrale généralisée ab f avec f continue sur ]a,b[ ouvert. 
	III.1 Si on ne sait pas qu'elle est convergente 
	III.1-a  Si on dispose d'une primitive de f  : 
	III.1-b  Si on a une forme f(x) = u'(x) v(x) et qu'une IPP semble réalisable  : 
	III.1-c  Si on nous propose de faire un changement de variable  : 

	III.2 Si on sait déjà qu'elle est convergente 
	III.2-a  Si on reconnait un cas déjà connu  : 
	III.2-b  Si on dispose d'une primitive de f  : 
	III.2-c  Si on a une forme f(x) = u'(x) v(x) et qu'une IPP semble réalisable  : 
	III.2-d  Si on nous propose de faire un changement de variable  : 

	III.3 Récapitulatif des méthodes de calcul  : 

	IV  Comment savoir si une intégrale est convergente ? 
	IV.1 Si le point incertain est fini, l'intégrale est-elle faussement impropre ? 
	IV.2 Si on reconnait une décomposition en une somme d'intégrales connues 
	IV.2-a  Si c'est directement une intégrale connue 
	IV.2-b  Si c'est une combinaison linéaire de cas connus 

	IV.3 Si f est de signe constant 
	IV.4 Si f est de signe quelconque 
	IV.4-a  Si l'étude se fait sur ]-b,b[ 
	IV.4-b  Si l'étude se fait sur un intervalle quelconque 

	IV.5 Graphique récapitulatif des méthodes possibles à tester. 



